LEIBNIZ - AUF DEN SPUREN

DES GROSSEN DENKERS

Seiner Zeit voraus gedacht

Leibniz formulierte bereits 1697
das binire System, Basis der
heutigen Rechnertechnologie,
bei dem die Zahlen ausschlie3-
lich durch Ziffern 0 und 1
dargestellt werden.
Richtig genutzt werden kann
dieses System aber erst im
20. Jahrhundert, durch die neu
entwickelten Rechnersysteme -
wie weit Leibniz die technische
Entwicklung voraus gedacht
hatte, erldutert ein Wissen-
schaftler des Instituts fiir

Mikroelektronische Systeme.

DIE EINFUHRUNG DES BINARSYSTEMS DURCH LEIBNIZ

Leibniz hatte die Fahigkeit,
sich selbststandig in neue wis-
senschaftliche Zusammenhén-
ge einzuarbeiten. Er hat viel-
faltige eigene Beitrage zur Phi-
losophie, Mathematik, Physik
und zu ingenieurmafigen Lo-
sungen geliefert. Zu seinen
wichtigen Beitrdgen zahlt auch
die Einfiihrung des Binérsys-
tems.

Um die Situation im 17. Jahr-
hundert zu verstehen, soll
kurz der Status der Zahlendar-
stellung und die Entwicklung
dahin erlautert werden.

Die Einfiihrung besonderer
Zeichen fur Zahlen ist bereits
seit dem 3. Jahrtausend v. Chr.
bekannt. Erste Ziffernsysteme
mit Aneinanderreihung und
Substitution von Zeichen zur
Zahlendarstellung wurden in
dieser Zeit in Landern wie
Agypten und Persien einge-
fiihrt. Das Positionssystem mit
einer eindeutigen Stellen-
schreibweise ist bereits seit
dem 6. Jahrhundert v. Chr. aus
Indien bekannt. Fiir das De-
zimalsystem gibt es seit dem
4. Jahrhundert v. Chr. Hinwei-
se aus China. Die Erfindung
der Null geht auf Hindus und
Araber zurtick. Die Null wird
bereits 850 v. Chr. erwahnt.
Die Dezimalzahlen mit Ziffern
in ihrer Hindu-arabischen
Schreibweise sind in Europa
ab etwa dem 1. Jahrtausend
ublich.

Um 1550 ist das Standardwerk
des Mittelalters in Deutsch-
land das, in verschiedenen Va-
rianten existierende, Rechen-
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buch von Adam Riese. Es ent-
halt die Grundrechenarten
Addition, Subtraktion, Multi-
plikation und Division. Neben
vielen spezifischen Sonder-
fallen sind Bruchrechenregeln
(rationale Briiche) und das
Wurzelziehen enthalten.

Bis zum 17. Jahrhundert
gab es etliche Weiterentwick-
lungen des Zahlenrechnens.
Hierzu gehorte auch die Ein-
fihrung von Logarithmenta-
feln von John Napier in 1614
zur Beschleunigung und Ver-
einfachung von Multiplikatio-
nen und Divisionen.

Der kurze Abriss soll zeigen,
dass im 17. Jahrhundert die
Verwendung von Dezimalzah-
lendarstellungen fest etabliert
war und diese Ausgangspunkt
fiir alle Zahlenrechnungen
war.

In dieser Zeit fiihrte Leibniz
ein dyadisches Zahlensystem
(zweiwertiges System) ein, fiir
das an sich keine praktische
Notwendigkeit bestand. Leib-
niz war philosophisch gepragt
und wollte nach seiner Auffas-
sung Mathematik und Natur
verbinden. Fiir ihn war das
dyadische System eine gott-
liche Offenbarung.

In einem Brief stellt Leibniz
1697 dem Herzog von Braun-
schweig-Wolfenbiittel [1] das
dyadische Zahlensystem vor.
Er schreibt, dass der Geist Got-
tes mit seinem Lichte zur Eins
gehort und die leere Tiefe und
wiiste Finsternis zu Null und
Nichts. In diesem Brief fiihrt
er dann weiter aus, wie durch
Ausdriicken blof$ allein mit

Einsen und Nullen alle Zahlen
entstehen. Das Nattirliche der
neuen Zahlendarstellung wird
herausgehoben. So fiihrt er
aus, dass der 7. Tag der Schop-
fung durch 111 codiert wird.
Diese Vollkommenheit des
heiligen 7. Tages wird dadurch
wiedergegeben, dass keine 0
fiir diese Zahl erforderlich ist
und ein Bezug zur Dreifaltig-
keit gegeben ist.

Trotz dieser mystisch wirken-
den Erklarungen hat Leibniz
das mathematische Funda-
ment dyadischer Zahlen kor-
rekt formuliert.

Bild 1 zeigt eine Seite des
vorher zitierten Briefes. Am
Rande ist die Schreibweise der
Zweierpotenzen bis 16384 auf-
gefiihrt. In Bild 2 ist diese Auf-
listung der Darstellung von
Zweierpotenzen separat auf-
gelistet. In dem vorher ge-
nannten Brief wird dariiber
hinaus an einem Beispiel ex-
emplarisch gezeigt wie fiir be-
liebige ganze Zahlen entspre-
chende Darstellungen gewon-
nen werden. Dies ist in Bild 3
gezeigt. In Bild 4 ist der Vor-
schlag einer Medaille von
Leibniz zur Einfiihrung des
dyadischen Zahlensystems
dargestellt.

Eine dyadische (2-adische)
Darstellung von Zahlen ist ein
Zahlensystem mit den Ziffern
0 und 1 und ihren zugehori-
gen Werten. Ein Stellenwert-
system mit der Basis 2 ist ein
spezielles dyadisches Zahlen-
system, das als Dualzahlensys-
tem bezeichnet wird.
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Dieses Dualzahlensystem hat
positive Ziffernwerte 0 und 1
mit Zweierpotenzen als Stel-
lenwerte fiir die Ziffernposi-
tionen. Dualzahlen kénnen

nur zur Reprasentation positi-

ver Zahlen verwendet werden.

Fiir n-stellige Dualzahlen gilt
eine Darstellung
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wobei der Wert als Summe der
gewichteten Stellenwerte er-
mittelt wird.

Bild 1

Ausschnitt eines Briefes von
Leibniz an den Herzog von
Braunschweig-Wolfenbiittel im
Jahr 1697

Quelle: Gottfried Wilhelm Leibniz Bi-
bliothek - Niedersdchsische Landes-
bibliothek Hannover, LBR Il, I, Vol. 15,
Bl. 19v
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Bild 2 (oberer Teil)
Schreibweise der Zweierpotenzen
in dyadischer Form

Bild 3 (unterer Teil)

Dyadische Codierung der Dezi-
malzahl 13

Quelle: Hintergrund Photocase

Vidy=2 a2 a, & 0] .
Wird die Summierung im De-
zimalzahlensystem durchge-
flihrt, erhdlt man die zugehori-
ge Dezimalzahl.

Es wird hier eine Unterschei-
dung zwischen Darstellung
von Zahlen und deren zu-
gehorigen Werten gemacht.
Fiir die tiblichen Zahlendar-
stellungen wie beispielsweise
Dezimalzahlen wird im Allge-

1 1
10 2
100 4
1.000 8
10.000 16
100.000 32
. 1.000.000 64
; ' 10.000.000 128
100.000.000 256
1.000.000.000 512
10.000.000.000 1024
100.000.000.000 2048
1.000.000.000.000 4096
10.000.000.000.000 8192
100.000.000.000.000 16384
1 1
00 0
.. 100 4
4 : 1000 8
f 1101 13

Bild 4 (rechts)
Medaillen-Entwurf von Leibniz
zur Veranschaulichung des Dual-
zahlensystems (1697)

Quelle: Gottfried Wilhelm Leibniz
Bibliothek - Niedersdchsische Landes-
bibliothek Hannover, Leibnizmiinze

meinen keine Unterscheidung
zwischen diesen zwei an sich
unterschiedlichen Aspekten
gemacht. Durch entsprechen-
de Erlduterung wahrend des
Lernens der Zahlendarstellun-
gen wird die Darstellung der
Zahl gleichzeitig auch als Sy-
nonym fiir den Wert einge-
fiihrt. Dies war bereits auch im
Mittelalter so und wurde von
Leibniz auch fiir seine dyadi-
schen Zahlen vorausgesetzt.

Erst moderne alternative
Binédrcodierungen von Zahlen
machen diese Unterscheidung
notwendig.
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Beispiel: A = {100 1),

Fld)=2"+2" + 2" =12}

Die zugehorige Klammerung
mit tiefgestellter 2 bzw. 10 soll
das verwendete Zahlensystem
(2 = dual, 10 = dezimal) ein-
deutig klarstellen.

Allgemeine Codierungen von
Symbolen mit einem zweiwer-
tigen Symbolvorrat werden als
Bindrcodierungen bezeichnet.
Codierungen von Zahlen mit
zweiwerti-
gem Symbol-
vorrat fithren
auf Binarzah-
len. Entspre-
chend sind
Dualzahlen
auch Binar-
zahlen. Je-
doch sind
Binarzahlen
eine allgemei-
nere Repra-
sentation.

So konnen
Binarzahlen
auch Stellen-
wertigkeiten
haben, die
von der iibli-
chen Zweier-
potenzregel
abweichen
und es sind
auch negative
Stellenwertig-
keiten mog-
lich.

Als ein
Beispiel einer
Binarcodie-
rung mit ne-
gativer Stellenwertigkeit sei
das Zweierkomplement vorge-
stellt.

Fiir eine n-stellige Zweierkom-
plementzahl gilt eine Darstel-
lung

A, =a,_ a, € oy,

ol

Der zugehorige Wert wird mit
negativer Gewichtung der er-
sten Stelle berechnet.

l'|-|_] i :'?;in'. 2"

Beispiel: A, = 01100

Vld, |=-2'+2'+27 42" =10
Durch Vergleich mit den
Kenntnissen heutiger Zahlen-
reprasentationen kann man
feststellen, dass Leibniz ganz-
zahlige Dualzahlen eingefiihrt
hat, jedoch ohne die Verwen-
dung der heute tiblichen Po-
tenzschreibweise. Hierzu
muss man wissen, dass im

17. Jahrhundert diese Potenz-
schreibweise noch nicht tiblich
war. Im Sinne von Leibniz
miusste der Wert der Dual-
zahlen wie beispielhaft nach-
folgend dargestellt bestimmt
werden.

A= a0 0.0a,
A=, [OOHN |+ @, P00+
a L0 =a (10} a, (1)

Leibniz hat nicht nur die Dar-
stellung der Dualzahlen einge-
fiihrt, er hat auch erlautert wie
die Grundrechenarten in die-
sem neuen Zahlensystem
durchzufiihren sind. Hierzu
sei sein Artikel »Explication de

I’ Arithmétique Binaire«, 1703
zitiert. Mit diesem Artikel hat
er sein wissenschaftliches De-
biit als Mitglied der beriihm-
ten Pariser Akademie der Wis-
senschaften gegeben. Ein
Ausschnitt dieses Artikels ist
in Bild 5 gezeigt. Die exempla-
rische Erlduterung von Addi-
tion, Subtraktion, Multiplika-
tion und Division ist in diesem
Artikel so klar, dass sie auch
heute fiir Studierende sofort
verwendbar ist.

Leibniz hatte erkannt, dass die
Dualzahlen etwa viermal lan-
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ger als Dezimalzahlen sind. Je-
doch machte er die Aussage:
»Denn ich sehe, dass sich
aus dieser Schreibart der Zah-
len wunderliche Vorteile erge-
ben werden, die hernach auch
in der gemeinen Rechnung zu
statten kommen wiirden, da-
von einstmals ein Mehreres er-
wiahnet werden konnte.«
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Im Prinzip hatte er frithzei-
tig erkannt, dass die Realisie-
rungen von Rechenoperatio-
nen in diesem System deutlich
einfacher sind und folglich
auch schneller durchzufiihren
sein sollten. Mit dieser Uberle-
gung war er seiner Zeit weit
voraus.

Leibniz hat auch einen Vor-
schlag einer »Machina arith-
meticae dyadicae« beschrie-
ben, die eine mechanische
Realisierung eines Dualzah-
len-Rechners nicht unter Ver-
wendung von Zahnradern
sondern mit Kugeln ist.
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Dieser Apparat besteht aus
einer schiefen Laufschiene.
Jede Stelle der Zahl kann
durch eine Metallkugel (Wert
1) oder keine Metallkugel
(Wert 0) reprasentiert werden.
An jeder Stelle kann nur eine
Kugel durch den mechani-
schen Aufbau aufgenommen
werden. Durch eine mechani-

.ﬁ:wlq e 171

£

doporations.
Piiefig
|tu|lrr
BIRRVERE =
n':illlln: L
rEaa II_F L
(TRTHEFS

arer]jng
vl ¥
T

b

sche Realisierung von Wippen
und schiefer Ebene wird die
erforderliche Ubertragsmecha-
nik realisiert.

Erst 1937 wurde von George
Stibitz ein Relais-gestiitzter
Rechner »Modell K« mit Reali-
sierung der Addition im Dual-
zahlensystem vorgestellt. Kon-
rad Zuse hatte bereits 1935
einen programmgesteuerten
Bindrrechner geplant. Dieser
wurde als Z3 im Jahr 1941
funktionsfahig in Relaistechnik
fertig. Die ENIAC war ein Binér-
rechner in Rohrentechnik. Pla-
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nungen hierzu starteten 1943,
Inbetriebnahme war 1946. Dies
war ein extrem grofier Rechner
mit erheblicher Leistungsauf-
nahme. Eine kontinuierliche
Betriebszeit war nur fiir eine
Stunde moglich. Der Durch-
bruch fiir die Rechnerrealisie-
rungen kam mit der Erfindung
des Transistors durch John Bar-
deen, Walter H. Brattain und
William B. Shockley in 1947.
Eine erste Rechnerrealisierung
mit Transistoren ist von den
Bell Laboratories in 1957 vor-
gestellt worden. Die Entwick-
lung der Technologie zur Her-
stellung integrierter Schaltun-
gen durch Jack Kilby in 1958
bringt einen erheblichen Schub
in der Weiterentwicklung der
Rechnersysteme.

Mit dem Intel Prozessor
4004 beginnt 1971 die Zeit der
integrierten Mikroprozesso-
ren. Die Entwicklung der
Halbleitertechnologie folgt
weitgehend dem Mooreschen
Gesetz mit einer Verdopplung
der Transistorzahl je Chip alle
18 Monate. Diese Weiterent-
wicklung fiihrt zu den mas-
siven Fortschritten von inte-
grierten Prozessoren mit heut-
zutage ungefahr 100 Millionen
Transistoren. Die erzielbaren
Taktraten von einigen Giga-
hertz erméglichen extrem
hohe Rechenleistungen.

Die Entwicklung von Rech-
nern mit bindr-orientierten
Rechenwerken liegen nur 70
Jahre zurtick. Es gibt einen ex-
ponentiellen Anstieg der Rech-
nerkomplexitdt insbesondere
in den vergangenen Jahren.
Basis fiir die Rechnerarchitek-
turen sind Grundlagen der
Zahlendarstellung und Boole-
schen Algebra, die vor mehr
als hundert Jahren formuliert
wurden. Startpunkt dieser
ganzen Entwicklung war Leib-
niz Ende des 17. Jahrhunderts
mit der Einfiihrung der Dual-
zahlendarstellung und Formu-
lierung der Grundrechenarten
in dieser Zahlendarstellung.

Der zeitliche Verlauf der
Rechnerentwicklung zeigt,
dass Leibniz die technische
Entwicklung weit voraus ge-
dacht hat.
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me und Leiter des Instituts fir
Mikroelektronische Systeme.

Bild 5

Seite aus » Explication de I” Arith-
métique Binaire«, 1703

Quelle: Gottfried Wilhelm Leibniz
Bibliothek - Niedersdchsische Landes-
bibliothek Hannover, Aa-A 9, 1703
S.86
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