Manchen Menschen erscheint
die Mathematik als »Scheusalg,
dem nicht beizukommen ist.
Ein Forscher des Instituts
fiir Algebra, Zahlentheorie und
Diskrete Mathematik zeigt,
warum fiir mathematisch
aufgeschlossene Astheten das

vermeintliche Scheusal in

Wirklichkeit eine Schonheit ist.

Abbildung 1
Der Satz des Pythagoras:
a’+b*=c?

Abbildung 2
Kegel, Kugel und Zylinder
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Das Ei des Kolumbus

Mathematik -
Schonheit
oder Scheusal?

»Und was machen Sie beruf-
lich?« Zégernde Antwort: »Et-
was im Bereich der Mathema-
tik ...«. Spontane Reaktion:
»50 was Strohtrockenes? Hat-
te ich Thnen gar nicht zuge-
traut!« — Moderator zum Pro-
mi: »Hey, du durftest vor dem
Abi Mathe abwéhlen? Ist ja
voll genial!« — Ein anderes In-
terview: »Und wer ist bei Th-
nen der Kopf der Mann-
schaft?« Antwort: »Das ist der
Axel, der ist sozusagen der
Mathematiker im Team.«
Sportreporter: »Eigentlich
macht der doch einen ganz
normalen Eindruck!« — Vati
stolz: »Der Kleine ist ja so
was von schlau, aber in Ma-
the bringt er immer ‘ne 5 nach
Hause.« Verstandnisvolle
Sympathiekundgebungen.
»Von Mathe hatte ich auch nie
‘nen Schimmer. «

Warum halten sich hartnéckig
Vorurteile und Ablehnung ge-
geniiber der Mathematik und
denen, die sie betreiben? Viel-
leicht vermégen die nachfol-
genden bildhaften Beispiele
und Anregungen die weit ver-
breitete Abneigung gegen Ma-
thematisches ein wenig zu
mildern und das Vorurteil, da
ginge es doch nur um droges
Rechnen, abzubauen — gemafs
dem Motto: »Ein Bild sagt
mehr als 1000 Worte«. Nattir-
lich ist ein Bild kein Beweis —
aber sicherlich eine willkom-
mene Denkhilfe.

Der Satz des Pythagoras

besticht seit drei Jahrtausen-
den nicht nur durch seine
Asthetik, sondern auch durch
seine unzahligen Anwendun-
gen in Naturwissenschaften
und Technik. Wenng]leich Py-
thagoras Zahlen tiber alles
schatzte, wollen wir hier zur
Einstimmung seinen beriihm-
ten Lehrsatz ganz ohne Zah-
lenbeispiele und verbale Be-
weise auf uns wirken lassen —
die Bilder sprechen fiir sich
(Abb. 1).

Das Vermichtnis
des Archimedes

Archimedes von Syrakus (3.
Jh. v. Chr.) gilt weithin als das
grofite mathematische Genie
der Antike. Nicht zu Unrecht,
denn neben seinen raffinierten
physikalischen und techni-
schen Erfindungen hat er die
glasklare und unbestechliche
Form der mathematischen Be-
weisfiihrung zur ersten Hoch-
bliite gebracht, die so zwei
Jahrtausende tiberdauerte.
Viele faszinierende Erkennt-
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nisse verdanken wir Archime-
des durch sein Werk tiber Ku-
gel und Zylinder. Vielleicht das
brillanteste Ergebnis ist die
Proportionsformel, welche be-
sagt: Die Volumina von Kegel,
Kugel und Zylinder verhalten
sich bei gleicher Hohe und Breite
wie 1:2:3 (Abb. 2).

Eine Pizza
fiir den Meister

Um diese Volumina exakt zu
berechnen, braucht man die be-
rithmt-bertichtigte Kreiszahl T,
das Verhaltnis zwischen Um-
fang und Durchmesser eines
Kreises. Wer jemals etwas iiber
dieses »kleine mathematische
Monster« gehort hat, weif3
meist auch, dass T zugleich
das Verhaltnis zwischen der
Flache eines Kreises und der
Flache eines Quadrats tiber
seinem Radius ist. Aber diese



Tatsache ist keineswegs selbst-
verstandlich — und so steht
denn am Anfang des beriihm-
ten Buches von Archimedes ein
exakter Beweis dieser Bezie-
hung. Um seine Grundidee zu
verstehen, fiigen wir den vielen
Anekdoten um seine Person
eine weitere frei erfundene hin-
zu. Der Pizzabacker von Sy-
rakus liefert eine kreisrunde
Pizza (mit Radius 7). Um sie in
einem rechteckigen Karton zu
verpacken, zerschneidet er sie
entlang diverser Durchmesser
(daher der Name?) in sektor-
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Interessant ist dabei, dass er
mit seiner Methode die exak-
ten Definitionen von Konver-
genz und Stetigkeit des 18.
und 19. Jahrhunderts, wie sie
als Grundlagen der Analysis
noch heute im Gebrauch sind,
prinzipiell vorweggenommen
hat. Das Attraktivste an dieser
Methode ist aber sicher die
Idee, nicht die genaue Durch-
fiihrung des Beweises. Wahr-
scheinlich ist es gerade die
Prazision des strengen und
Itickenlosen Beweises, welche
viele Menschen tiberfordert
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Argumente vorbringen: »Lasst
uns rechnen« war seine Devise.
Wir wollen hier die Kunst
iiben, sich sogar das Rechnen
zu ersparen — durch raffinierte
Ideen.

Krumme Oberfliachen:
Die Ziehharmonikamethode

Obwohl Oberfldchen von Zy-
lindern und Kegeln gekriimmt
sind, ist ihr Flacheninhalt leicht
zu bestimmen. Den Mantel
(die »Hiilse«) eines Zylinders

formige Stiicke und legt diese
abwechselnd mit der Spitze
nach oben und nach unten an-
einander. Und Archimedes er-
kennt sofort: Je mehr Stiicke,
desto besser passen sie insge-
samt in eine Schachtel der Lan-
ge r und der Breite 7, also mit
der Flache 7 (Abb. 3).

Nattirlich hat Archimedes
nicht so schlampig argumen-
tiert. Vielmehr benutzte er ei-
nen vorher bewiesenen Satz,
nach dem sich die Flache des
Kreises um beliebig wenig von
derjenigen eines regelmafigen
ein- oder umbeschriebenen
Vielecks gentigend grofSer Sei-
tenzahl unterscheidet.

oder sogar abstoft, weil das
Nachvollziehen viel Geduld
und Konzentration verlangt.
Muss man offenkundig richti-
ge Sachverhalte ausfiihrlich
begriinden? Sind Mathemati-
ker Pedanten, weil sie es ganz
genau wissen wollen? Nein,
die Intention griindlicher Be-
weise ist es, Missverstandnisse
und Fehler zu vermeiden. Be-
sonders deutlich wird dies bei
Leibniz, wenn er vorschlagt,
eine allgemein verbindliche,
mathematische Sprache zu er-
finden, um fruchtlosen Dis-
kussionen aller Art aus dem
Wege zu gehen, bei denen Ge-
sprachspartner aneinander
vorbeireden oder unschliissige
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mit Hohe & und Radius r rollt
man in eine Ebene ab und be-
kommt fiir das entstehende
Rechteck sofort den Flachenin-
halt 27trh. Nicht ganz so ein-
fach ist es bei einem Kegel-
stumpf (einer abgeschnittenen
Kegelscheibe mit schrager
»Boschung«) (Abb. 4).

Verallgemeinern wir die »Piz-
zamethode« zur »Ziehharmo-
nikamethode«! Um die Man-
telflache eines Kegelstumpfes
zu berechnen, stellen wir uns
ein aus Karton gebasteltes Mo-
dell vor. Die in eine Ebene ab-
gerollte Flache ist dann die
Differenz zweier Kreissekto-
ren. Und indem wir diese wie-

Es gibt Dinge,

die den meisten Menschen,
die nicht Mathematik
studiert haben,
unglaublich erscheinen.

Archimedes

Abbildung 3 links
Die Pizza in der Schachtel

Abbildung 4 unten
Zylinder und Kegelstumpf




Abbildung 5
Ziehharmonika-Effekt zur Be-
rechnung der Mantelfliche eines
Kegelstumpfes

Abbildung 6
Archimedische Zylinderprojektion

Abbildung 7
Mantelflichen von Kegel, Kugel
und Zylinder
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der in kleinere Sektoren eintei-
len und jeden zweiten davon
umstiilpen, verwandeln wir
die Mantelflache des Kegel-
stumpfes (fast) in ein Recht-
eck, dessen Hohe gleich der
Mantellinie und dessen Breite

Wie viel Platz ist
auf dem Globus?

Eine Kugeloberflache ist, an-
ders als Zylinder- und Kegel-
oberflachen, in allen Richtun-
gen gekrimmt. Damit entzieht

gleich der Lange des mittleren
Sektorbogens ist. Die Archime-
dische Quintessenz: Zylinder
und Kegelstumpf mit gleichen
Mantellinien und gleichem mitt-
leren Umfang haben gleiche Man-
telflichen (Abb. 5).

sie sich der Methode des Ab-
rollens in eine Ebene — und
stellt eine Herausforderung
»neuer Dimension« fiir Archi-
medes dar. Auch diese Aufga-
be 16st er mit Bravour und fin-
det: Die Oberfliche eines Globus

ist gerade viermal so grof8 ist wie
die Fliche eines GrofSkreises. Eine
besonders schone Beziehung,
in der nicht einmal die Kreis-
zahl T vorkommt! Nach der
zuvor gewonnenen Erkennt-
nis, dass die Mantelfldache ei-
nes Zylinders der Hohe h = 2r
und Breite 2r den Flachenin-
halt 2hrm = 47’1 hat, also das
Vierfache der Kreisflache, lauft
alles darauf hinaus, zu zeigen,
dass die Kugeloberflache
ebenso grofl wie die Mantel-
flache eines Kreiszylinders
derselben Hohe und Breite ist.
Diese Tatsache wird noch heute
in der Kartographie genutzt,
denn sie eroffnet die Moglich-
keit flachentreuer Abbildungen
von (Teilen) der Erdkugel auf
rechteckige Karten (Abb. 6).

Archimedes lasst zum Beweis
einen Kreis samt um- oder ein-
beschriebenen Vielecken um
einen Durchmesser rotieren
und erhalt auf diese Weise fla-
che Kegelscheiben, welche die
Kugel beriihren. Ohne auf be-
weistechnische Feinheiten ein-
zugehen (die sich im Original-
text tiber mehrere Seiten hin-
ziehen), schildern wir hier nur
die »ztindende Idee« (Abb. 7).

Aus Ahnlichkeitsgriinden
verhalt sich die jeweilige Man-
tellinie s einer Kegelscheibe zu
deren Dicke d umgekehrt pro-
portional wie der Radius r von
Kugel und Zylinder zum mitt-
leren Radius x der Scheibe, so
dass die jeweiligen Fldchen als
Produkte aus Mantellinie und
Umfang gleich sind:

2sx7 = 2drr.

Macht man die Kegelschei-
ben immer flacher, so ndhert
sich die Summe ihrer Mantel-
flachen mehr und mehr der
Kugeloberfldche an — und an-
dererseits ergibt diese Summe
gerade die Zylindermantel-
flache.

Der Rauminhalt
von Saulen und Pyramiden

Was schon Eudoxos und ande-
re griechische Mathematiker
vor Archimedes wussten: Eine



Séule tiber einer beliebigen
(nicht notwendig kreisformi-
gen) Grundflache hat genau
das dreifache Volumen einer
gleich hohen Pyramide bzw.
eines Kegels tiber derselben
Flache. In einem wichtigen
Spezialfall ist das »offensicht-
lich«: ndmlich dann, wenn die
Grundflache ein Quadrat und
die Hohe gleich der Lange der
Grundseite ist. Der entstehen-
de Wiirfel zerfallt namlich in
drei gleiche quadratische Py-
ramiden, wenn man eine Ecke
mit allen anderen verbindet
und den Wiirfel entlang der
entstehenden Innenflachen
aufschneidet (Abb. 8).

Scheibchenweise:
Das Prinzip von Cavalieri

Dieses ebenso einfache wie
niitzliche Prinzip ist nach Bo-
naventura Cavalieri, einem
Mathematiker des frithen 17.
Jahrhunderts und Wegbereiter
der Infinitesimalrechnung von
Leibniz und Newton, benannt.
Es wurde aber implizit schon
von antiken Geometern be-
nutzt: Haben zwei Korper in je-
der Hohe gleich grofSe waagerech-
te Schnittflichen, so haben sie
auch gleiche Volumina. Damit
leitet man nun miihelos aus
dem Spezialfall der Wiirfelpy-
ramiden die Formel fiir einen
Kegel mit beliebig geformter
Grundflache ab:

Kegelvolumen =
1/3 Grundfliache mal Héhe.

Die Archimedische Proporti-

onsformel, das Verhéltnis von
Kegel, Kugel und Zylinder be-
treffend, erledigt man nun mit
einem hiibschen Trick: Wie bei
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einer Pusteblume zerlegt man
die Kugel in viele kleine Kegel
mit Spitze im Zentrum der Ku-
gel. (Eigentlich sind es keine
Kegel, sondern Kugelsektoren;
aber wenn deren Offnungswin-
kel winzig klein wird, ist dieser
Unterschied unerheblich. Das
zu zeigen, erfordert mathema-
tische Prazision; und Archime-
des nahm es mit solchen De-
tails sehr genau.) Die 1/3-For-
mel auf jeden einzelnen Kegel
angewandt zeigt, dass das Vo-
lumen einer Kugel mit Radius r
gleich einem Drittel Radius
mal Oberflache sein muss, und
da diese mit der Mantelflache
des Zylinders iibereinstimmt,
gleich einem Drittel des Zylin-
dervolumens.

Es gibt noch ein ganz ande-
res, sehr elegantes Argument
fiir die Formel:

Kegelvolumen + Kugelvo-
lumen = Zylindervolumen,

das sich allerdings in dieser
Form wohl nicht in den erhal-
tenen Schriften von Archime-
des findet. Wir schneiden aus
einem Kreiszylinder der Hohe
r und Breite 2r einen Kegel
aus, dessen Zentrum, Hohe
und Breite mit denen des Zy-
linders zusammenfallt (Abb. 9).

Betrachten wir einen waage-
rechten Schnitt durch Hohlke-
gel und Halbkugel in gleicher
Hohe h. Jedes Mal ist der Fla-
cheninhalt der herausgeschnit-
tenen Scheiben gleich (- h*)7,
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und zwar im Falle des Doppel-
kegels als Differenz zweier
Kreisscheiben mit den Radien
rund /1, im Falle der Kugel da-
gegen als Flache eines Kreises,
dessen Radius sich mit dem
Satz von Pythagoras ergibt.
Summation tiber alle solchen
Scheiben fiihrt in beiden Fal-
len auf das gleiche Volumen
(Abb. 10).

Abbildung 8 links
Wiirfel, Pyramide und Kegel

Abbildung 9 Mitte
Hohlkegel und Halbkugel

Abbildung 10 unten
Querschnitt durch Hohlkegel
und Halbkugel

Das Ei des Kolumbus

Der Anekdote nach hat Ko-
lumbus die physikalisch un-
mogliche Aufgabe, ein Ei auf
seinem »Siidpol« zum Stehen
zu bringen, durch brachiale
Gewalt gelost, indem er die
»Polkappe« einfach eindriick-
te. Obwohl das sicher kein be-
sonders wissenschaftliches
Vorgehen war, gilt seine Ak-
tion bis heute als der Inbegriff
einer unkonventionellen Idee
— und solche braucht die Wis-
senschaft gleichermafien, will
sie echte Fortschritte hervor-
bringen. Wir sahen, dass die
Bestimmung von Volumen
und Oberfldche einer Kugel
einer derartigen ziindenden
Idee bedurfte. Bei Eiern wird
die Sache sicher nicht einfa-
cher... Wir nehmen als ideali-
siertes Ei ein Ellipsoid, das
durch Drehung einer Ellipse
um die langere (senkrechte)
Achse entsteht (die in der Na-

»Der Unterschied ist,

meine Herren,

dass Sie es hitten tun konnen,
ich hingegen es getan habe.«

Kolumbus im Jahr 1493 tiber seine
Entdeckung der Neuen Welt.
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Abbildung 11

Wandlung vom Hohlkegelzy-

linder zur Kugel

Abbildung 12

Teeschale und Untertasse

Abbildung 13

Gleich grofie Kugelschalen

Abbildung 14
Lauter gleich
schwere Perlen
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tur vorkommenden Eier haben
nur annahernd diese Form).
Etwas behutsamer auf den
Spuren des Kolumbus wan-
delnd, entfernen wir (wie zu-
vor aus dem Zylinder) aus
dem Inneren des Ellipsoids
einen Doppelkegel, und zwar
so, dass das entstehende »aus-
gehohlte Ei« ebenso hoch wie
breit wird. Und nun kommt
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der Clou: Dieser Restkorper hat
unabhingig von den Proportio-
nen des Eies stets das gleiche Vo-
lumen wie eine gleich breite Ku-
gel! Kugel und Hohlkegelzy-
linder ergeben sich als Grenz-
falle. Einen kurzen Beweis
und Animationen zur wunder-
baren Wandlung des Kolum-
bus-Eies findet man auf mei-
ner Website (Abb. 11).

Dem Augenschein nach
verandert sich auch die Ober-
flache des wandelnden Oster-
eies nicht — aber das stimmt
nur beinahe, es treten kleine
Abweichungen von weniger
als 5 % auf — mit dem blofsen
Auge nicht erkennbar! Darin
liegt eben der Unterschied zu
der hundertprozentig exakten
Aussage, dass die Volumina
genau gleich bleiben! Und das
freut den Mathematiker.

O wie so triigerisch ...

konnen heuristische Betrach-
tungen zu Flachenvergleichen
sein! Wie wire es mit folgen-
der Idee zur Bestimmung der
Kugeloberfldche? Eine halbku-
gelige Teeschale mit Radius r
rollen wir in alle Richtungen
auf einer Untertasse ab, die
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wir zu einer Kreisscheibe ver-
einfachen. Dabei trifft jeder
Punkt der Schale genau einen
Punkt der Untertasse, sofern
wir dieser einen Durchmesser
geben, der gerade so grofs wie
der Halbkreis der Schale ist,
also rm (Abb. 12).

Damit ware die Oberflache
der Teeschale also gleich derje-
nigen der Untertasse:

2r'n= () r,

und nach Kiirzen gleicher Fak-
toren auf beiden Seiten hatten
wir

w=87??

Das kann ja wohl kaum sein,
da m grofer als 3, somit
grofler als 9 ist. Wo steckt der
Fehler?

Die azimutale Projektion

Wie man es richtig macht, um
flachentreue Abbildungen von
Kugelschalen auf Kreisscheiben
zu bekommen — auch das hat
bereits Archimedes erkannt:
Die Oberfliiche einer Kugel-
schale ist gleich einer Kreisfliche,

deren Radius gleich dem Abstand
vom Rand zum Scheitel (Pol) der
Kugelschale ist.

Die folgende raffinierte
Kugelabbildung leistet daher
die gewtinschte Flachentreue
und damit ein klassisches
Verfahren zur Konstruktion
von geographischen Karten in
der Néhe der Pole (Abb. 13).

Perlen der Geometrie

Perlen gelten als besonders
schone Objekte. Und mit ihnen
wollen wir unseren geometri-
schen Exkurs beschlieflen. Wie
findet man das Gewicht einer
zylindrisch durchbohrten Per-
lenkugel gegebener Dichte,
wenn die Lange des Bohrlo-
ches (nicht aber der Durch-
messer der Perle) bekannt ist
(Abb. 14)?

Es ist kaum zu glauben,
aber wahr: alle solchen Perlen
haben genau das gleiche Ge-
wicht wie eine (undurchbohr-
te) Kugel, deren Durchmesser
so lang wie das Bohrloch ist!
Wieder hilft Pythagoras beim
Beweis ... Vielleicht haben Sie
Lust bekommen, es selbst zu
probieren?
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