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DER ZAHLEN

Irrationalitat und Transzendenz

]

Die Begriffe »lrrationalitdt« und
»Transzendenz« vermutet man
eher in Philosophie oder Theo-

logie. Welche Rolle sie in der
Mathematik spielen, und was
das mit der sprichtwortlichen
»Quadratur des Kreises«
zu tun hat, erldutert ein Wis-
senschaftler des Instituts fiir
Algebra, Zahlentheorie und
Diskrete Mathematik.

Er zirkelte und rechnete,

wo er ging und stand,

bedeckte Unmassen von

Papier mit Figuren, Buchstaben,
Zahlen, algebraischen Symbolen,
und sein gebriuntes Gesicht,

das Gesicht eines scheinbar
urgesunden Mannes,

trug den visiondren und
verbissenen Ausdruck der Manie.

Thomas Mann, Der Zauberberg

Aus der Schule kennt man die
Formel fiir den Umfang U ei-
nes Kreises mit dem Radius r:

U=2nrr (1)
Dabei ist 7 =3, 141592... die so
genannte Kreiszahl. Der Um-
stand, dass in einer so einfa-
chen und fundamentalen For-
mel eine solche merkwiirdige
Konstante auftaucht, hat seit
jeher die Menschen verwun-
dert und fasziniert, Mathema-
tiker und Laien gleichermaflen.
Staatsanwalt Paravant im links
zitierten Zauberberg ist ein
treffendes (wenn auch fiktives)
Beispiel.

Einen Meilenstein in der Ge-
schichte der Zahl 7 und der
Mathematik insgesamt ver-
danken wir dem in Hannover
geborenen Mathematiker
Ferdinand von Lindemann'.
Er bewies im Jahre 1882, dass
7 eine transzendente Zahl ist.
Aus diesem Satz folgt die
Unmoglichkeit der sprich-
wortlichen Quadratur des
Kreises, der sich Staatsanwalt
Paravant in Manns »Der
Zauberberg« mit solcher
(vergeblichen) Besessenheit
widmet.

Ziel des vorliegenden Artikels
ist in erster Linie, den Begriff
der »transzendenten Zahl« zu
erklaren und zu erhellen. Ein
(erwiinschter) Nebeneffekt
konnte darin bestehen, die
Mathematik mal von einer an-
deren Seite zu zeigen: Als eine
Wissenschaft, die nicht nur
Probleme 16st, sondern die
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auch zeigt, dass gewisse Pro-
bleme unlosbar sind.

Rationale Zahlen

Rationale Zahlen sind Bruch-
zahlen, bei denen im Zahler
und Nenner ganze Zahlen ste-
hen, wie z.B.

3 =dET
-, etc.

7" 32

Das Adjektiv rational leitet sich
vom lateinischen Wort Ratio
ab, das in diesem Zusammen-
hang soviel wie Verhaltnis oder
Proportion bedeutet®. Durch
eine rationale Zahl kann also
das Verhaltnis zweier Grofien
zueinander beschrieben wer-
den. Im folgenden Bild stehen
z.B. die beiden Streckenlédngen
aund b im Verhéltnis 3 zu 7
(Abb. unten).

(rationale) Zahl bestimmt. So
bedeutet z.B. die Aussage »Der
Fensterrahmen hat eine Hohe von
1, 52 Meter« eigentlich: »Das
Verhiltnis der Hohe des Fenster-
rahmens zur Linge eines Meters
ist gleich {35 . Die Streckenlédnge
Meter ist dabei eine mehr oder
weniger willkiirlich gewéhlte
Einheit — in anderen Landern
benutzt man andere Einheiten,
z.B. yard.

Letzten Endes beruht jeder
Messvorgang auf ein und
demselben Prinzip: um eine
Grofle zu messen, also durch
eine Zahl zu beschreiben, ver-
sucht man sie mit einer »Ver-
gleichsgrofie« in ein rationales
Verhiltnis zu setzen.

Die Irrationalitit von 2

Aus mathematischer Sicht hat
die Sache aber einen Haken:

il r di

L4}

]

]

Diese Beziehung kann man
symbolisch durch die Formel

a3

h 7

ausdriicken. Allerdings sind a
und b selber keine Zahlen; nur
ihr Verhaltnis wird durch eine

Bei vielen Problemen treten
Verhéltnisse auf, die man nicht
als rationale Zahl darstellen
kann. Das wohl einfachste Bei-
spiel ist das Verhiltnis der Dia-
gonalen zur Seitenldnge eines
Quadrates:



Sei x = a / b das Verhiltnis die-
ser beiden Langen. Aus dem
Satz des Pythagoras folgt dann
die Beziehung

X =2. )

Um die Zahl x konkret zu
bestimmen, miissten wir die
»Quadratwurzel aus 2 zie-
hen«. Das ist aber, zumindest
innerhalb der Welt der rationa-
len Zahlen, unmoglich, denn:

Es gibt keine rationale Zahl x, fiir
die die Gleichung (2) erfiillt ist!

Wie kann man sich da so si-
cher sein? Kann es nicht sein,
dass man die Losung bislang
einfach noch nicht gefunden
hat? Nein, man kann tatsach-
lich beweisen, dass es keine
rationale Losung gibt (siehe
Kasten S. 4).

Reelle Zahlen

Um das Verhiltnis zweier be-
liebiger Groflen durch eine
Zahl auszudriicken, miissen
wir den Bereich der rationalen
Zahlen erweitern. Zu diesem
Zweck fithrt man die so ge-
nannten reellen Zahlen ein.

Eine mathematisch exakte
Definition der reellen Zahlen
wiirde den Rahmen dieses Ar-
tikels sprengen. Die Grund-
idee ist aber relativ einfach
und ldsst sich ganz gut um-
schreiben mit: »Eine reelle Zahl
ist eine Zahl, die sich mit beliebig
hoher Priizision durch rationale
Zahlen annihern liaft«.

Was bedeutet das konkret fiir
unser Problem, die Quadrat-
wurzel aus + I zu berechnen?
Wenn wir davon ausgehen,
dass x = 2 eine reelle Zahl ist,
so folgt z.B. aus der Unglei-
chung

142 =196 <200 < 15> =225 (4)
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und der Gleichung x* = 2
durch eine einfache Umfor-
mung die Abschatzung

14 15
lde —=xz]lfm=— (5
[I[1] 13

Nach Abrunden auf die erste
Nachkommastelle erhdlt man
so den Naherungswert x =~ 1,4.
Um die zweite Nachkomma-
stelle zu bestimmen, rechnen
wir nach derselben Methode
(aber mit hoherem Aufwand)
die Abschatzung

141 <x<142,dh x=141..

nach. Es ist klar, dass man auf
diese Weise (und mit entspre-
chendem Rechenaufwand) den
numerischen Wert von x = +
mit beliebig hoher Prazision
abschéitzen kann. Mit einem
Taschenrechner erhalt man z.B.

x =1 =~ 1.414213562.

Aber auch dies ist nur ein
Néherungswert. Aus der oben
bewiesenen Tatsache, dass « =
irrational ist, folgt die prinzi-
pielle Unmaglichkeit, den Wert
von 2 exakt zu bestimmen.

Nun konnte man einwen-
den, dass auch rationale Zah-
len eine unendliche Dezimal-
entwicklung haben koénnen.
Das stimmt zwar, aber beim
Rechnen mit rationalen Zahlen
ist es unnotig und rechnerisch
ungeschickt, Dezimalbriiche
zu verwenden. Aufierdem ist
die Dezimalbruchentwicklung
einer rationalen Zahl entweder
endlich oder sie ist unendlich
und periodisch, wie z.B.

3

— m (), 428571

7

= (L AZBSTI4IR5T 1428,

Man kann also sehr wohl den
exakten Wert einer rationalen
Zahl durch das Hinschreiben
von endlich vielen Ziffern be-
schreiben. Bei einer irrationa-
len Zahl wie « 2 ist das anders:
Thre Dezimalbruchentwick-
lung ist unendlich und nicht
periodisch.
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Die Kreiszahl &t

Ein weiteres prominentes Bei-
spiel fiir eine irrationale Zahl
ist die Kreiszahl 7. Sie ist defi-
niert als das Verhaltnis zwi-
schen dem Umfang U und
dem Durchmesser d = 2r eines
Kreises:

M= —
L

Der entscheidende Punkt ist,
dass diese Zahl nicht von dem
gewahlten Kreis abhangt und
somit eine universelle Kon-
stante ist.

Das Problem der Berechnung
dieser Konstante hat eine lan-
ge Geschichte. So war z.B. der
Naherungswert

T
[ 1]

um ca. 1850 v. Chr. in Agypten
bekannt (Moskauer Papyrus).
Archimedes von Syrakus (287-
221 v. Chr.) erhielt durch eine
raffinierte Rechnung die Ab-
schédtzung

Abgesehen von der Tatsache,
dass dies ein fiir viele Zwecke
brauchbarer Naherungswert
ist, haben wir es hier in zwei-
erlei Hinsicht mit einer funda-
mentalen N euerung zu tun.
Erstens gibt Archimedes einen
Beweis an, dass der wirkliche
Wert von 7 zwischen den bei-
den angegebenen Schranken
liegt. Zweitens lasst sich seine
Methode im Prinzip beliebig
verfeinern und kann zum Be-
rechnen von beliebig genauen
Néherungswerten von 7 be-
nutzt werden. Das stimmt al-
lerdings nur »im Prinzip«: Die
notwendigen Rechnungen
werden sehr schnell so kom-
pliziert, dass sie nicht mehr
praktikabel sind.

Die nachsten echten Fort-
schritte bei der Berechnung
von T gab es erst mehr als 1800
Jahre nach Archimedes, und
sie waren eng verbunden mit

siehe auch den Artikel »Mathematiker

in Hannover« in diesem Heft

Die ebenfalls denkbare Bedeutung Ver-
nunft wiirde die irrationalen Zahlen in

ein falsches Licht riicken.



3 zitiert nach Wikipedia

Abbildung 1
Kreis und Quadrat mit dem-
selben Flicheninhalt

Abbildung 2
Konstruktion von /2
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der Entwicklung der Infinitesi-
malrechnung. So entdeckten
z.B. James Gregory (1638-1675)
und Gottfried Wilhelm von
Leibniz (1646-1716) unabhan-
gig voneinander die Formel

Hier wird & exakt durch eine
unendliche Summe dargestellt —
die man aber nicht wirklich
berechnen, sondern nur durch
endliche Summen anndahern
kann. Mit einer dhnlichen For-
mel konnte Abraham Sharp im
Jahre 1699 die Zahl 7 bis auf 71
Nachkommastellen genau aus-
rechnen.

Aber genau wie bei der Be-
rechnung von +2 sind das al-
les nur Ndherungswerte. Den
exakten Wert von 7 kann man
nicht berechnen, da 7 eine ir-
rationale Zahl ist. Dies wurde
im Jahre 1768 von Johann
Heinrich Lambert bewiesen.

Algebraische und
transzendente Zahlen

Der Satz von Lindemann aus
dem Jahre 1882 geht aber noch
viel weiter und zeigt, dass die
Zahl mauf eine viel radikalere
Art irrational als zum Beispiel
+ 2. Um diese Aussage prazise
formulieren zu konnen, muss
man wissen, was algebraische
und transzendente Zahl sind.
Eine reelle Zahl x heifst alge-
braisch, wenn sie die Losung
einer Gleichung der Form

a,X"+a, X""+..+a,x+a,=0

(6)

ist, wobei a,, ..., a, ganze Zah-
len sind. Ist die Zahl x nicht al-
gebraisch, so nennt man sie
transzendent.

So ist zum Beispiel jede ra-
tionale Zahl algebraisch: x =
a/b ist eine Losung der Glei-
chung bx -a = 0.

Auch die irrationale Zahl x
= 2 ist algebraisch, da sie die
Gleichung x* - 2 = 0 Iost.

Etwas anders formuliert:
eine algebraische Zahl — selbst
wenn sie irrational ist — kann
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man zumindest indirekt be-
stimmen als die Losung einer
algebraischen Gleichung mit
ganzzahligen Koeffizienten. Es
ist also relativ einfach, eine al-
gebraische Zahl zu definieren.

Im Gegensatz dazu ist es
unmoglich, eine transzendente
Zahl durch eine »rein algebrai-
sche« Formel zu definieren.
Transzendenz ist gewisser-
massen die hochste Form der
Irrationalitat.

Die Quadratur des Kreises

Uber viele Jahrhunderte hin-
weg haben sich immer wieder
Menschen bemiiht, eine solche
Konstruktion zu finden. Die
Vergeblichkeit dieses Bemi-
hens hat schlieSlich dazu ge-
fiihrt, dass der Begriff Quadra-
tur des Kreises zu einer Meta-
pher fiir eine unlosbare Aufga-
be geworden ist’.

Wir wollen im Folgenden ar-
gumentieren, dass aus der

Unter der Quadratur des Kreises versteht man die Aufgabe, aus
einem vorgegebenen Kreis ein Quadrat mit exakt demselben Fla-

cheninhalt zu konstruieren.

Das Verhiltnis der Seitenldnge des Quadrates zum Kreisradius
ware dann gleich der Quadratwurzel aus Tt.

Die Quadratur des Kreises

Unter der Quadratur des Krei-
ses versteht man die Aufgabe,
aus einem vorgegebenen Kreis
ein Quadrat mit exakt demsel-
ben Flacheninhalt zu konstru-
ieren.

Das Verhiltnis der Seiten-
lange des Quadrates zum
Kreisradius ware dann gleich
der Quadratwurzel aus 7.

Transzendenz von r die Un-
moglichkeit der Quadratur
des Kreises folgt.

Dazu miissen wir zuerst
festlegen, was man unter einer
»geometrischen Konstruktion«
versteht. Wir verwenden im
Folgenden eine eher restrikti-
ve Auslegung dieses Begriffes
und erlauben nur die so ge-
nannten Konstruktionen mit
Zirkel und Lineal. Dabei kon-
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Beweis der Irrationalitit von +Z

Angenommen, es gibt eine rationale Zahl x mit x> = 2. Wie jede rationale Zahl kann man x als gekiirz-
ten Bruch schreiben, d.h. in der Form x = a/b mit teilerfremden ganzen Zahlen a, b.

Durch Umformen der Gleichung x* = 2 erhélt man dann die Gleichung

An dieser Gleichung sieht man, dass o’ durch 2 teilbar, also eine gerade Zahl ist. Da aber das Quadrat

a’=2b%
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3)

einer ungeraden Zahl wieder ungerade ist, muss a selbst gerade sein. Wenn a aber gerade ist, so ist o’ =

2b? sogar durch 4 teilbar. Das ist aber nur moglich, wenn b? gerade ist. Wie wir schon gesehen haben,

folgt daraus, dass b gerade ist.

Insgesamt haben wir gezeigt: sind a, b ganze Zahlen, die die Gleichung (3) erfiillen, so sind a und b
beide gerade Zahlen. Das widerspricht aber der Annahme, dass a und b teilerfremd sind. Mit diesem
Widerspruch haben wir die Existenz einer rationalen Lsung der Gleichung x? = 2 ad absurdum gefiihrt.

Deshalb gilt: V2 ist irrational!

struiert man, unter Vorgabe
von zwei gegebenen Punkten
A und B, weitere Punkte
durch wiederholtes Anwen-
den der folgenden Schritte:

* man zeichnet mit einem
Lineal eine Gerade, die
durch zwei gegebene Punk-
te verlauft,

* man zeichnet mit einem
Zirkel den Kreis mit einem
gegebenen Mittelpunkt, der
durch einen weiteren gege-
benen Punkt verlauft,

e man bestimmt die Schnitt-
punkte aller Geraden und
Kreise.

Eine reelle Zahl x heifst kon-
struierbar, wenn sie als Lan-
genverhaltnis von Strecken
zwischen Punkten dargestellt
werden kann, die nach den
obigen Regeln konstruiert
wurden.

Ein Beispiel sieht man in
der Abbildung 2. Die drei
Punkte A, B, C sind offenbar
die Eckpunkte eines gleichsei-
tigen Dreiecks. Aus dem Satz
des Pythagoras folgt, dass das
Verhaltnis zwischen Hohe und
Grundlinie dieses Dreiecks

durch die Zahl
rufl o ¥ L0 866025
AR 2

gegeben ist. Die reelle Irratio-
nalzahl +'3 /2 ist also konstru-
ierbar.

Die Quadratur des Kreises
ist moglich, wenn die Zahl
+' % konstruierbar ist. Es ist
leicht einzusehen, dass dies
genau dann der Fall ist, wenn
7 konstruierbar ist. Aber wir
wissen — Lindemann sei Dank
— dass & transzendent ist. Die
Unmoglichkeit der Quadratur
des Kreises folgt also aus dem
Satz:

Konstruierbare Zahlen sind
algebraisch.

Wir wollen kurz andeuten,
warum dies so ist. Bei einer
Konstruktion mit Zirkel und
Lineal erhalt man neue Punkte
immer als Schnittpunkte von
Geraden und Kreisen. Um die
Koordinaten solcher Schnitt-
punkte zu berechnen, muss
man entweder eine lineare
oder eine quadratische Glei-
chung 16sen, im letzteren Fall
also eine Gleichung der Form
ax>+bx +c=0. @)
Zum Losen solcher Gleichun-
gen benottigt man aber nur die
vier Grundrechenarten und
das Wurzelziehen. Konstruier-
bare Zahlen konnen also durch
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wiederholtes Anwenden dieser
Operationen bestimmt wer-
den. Man erhalt auf diese Wei-
se immer nur verschachtelte
Wurzelausdriicke wie z.B.

K= ley3m245,
_1'-2—'.[---,._1—:\.:5

Solche Zahlen sind automa-
tisch algebraisch. So ist zum
Beispiel die Zahl x eine Lo-
sung der Gleichung

xt-4x+8x-16=0.

Die entsprechende Gleichung
fiir die Zahl y ist schon relativ
kompliziert:

y*-16 1 + 108 y° - 400 1/°
+ 880 y* - 1152 1° + 840 y*
288y + 16 =0.

Es kommt auch nicht so sehr
darauf an, wie diese Glei-
chung aussieht. Fiir die Alge-
braizitat von y gentigt es, dass
es irgendeine solche Glei-
chung gibt.

Im Umkehrschluss folgt
nun: eine transzendente Zahl
— wie z.B. 7 — kann nicht kon- .
struierbar sein. Deshalb ist die
Quadratur des Kreises un-
moglich.
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