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Worauf zielt Mathematik?

Wer allgemein charakterisieren
will, was Mathematik ist, stoBt
schnell auf Schwierigkeiten.
Womit beschiftigt sich
Mathematik, was ist ihr Gegen-
standsbereich? Ein Philosoph
und Wissenschaftstheoretiker
der Leibniz Universitat
Hannover zeigt die Eigenheiten
des mathematischen Zugangs

zu einer Fragestellung.

Vielleicht haben Sie schon
einmal gehort, Mathematik be-
schéftige sich mit »abstrakten
Strukturen«. Diese Angabe ist
allerdings fiir diejenigen, die
mit Mathematik nicht schon
vertraut sind, nicht gerade in-
formativ — wenn nicht einfach
unverstandlich. Eine verstand-
lichere Angabe, die vielleicht
an Schulerinnerungen an-
kniipft, wére, Mathematik be-
schéftige sich mit Zahlen und
geometrischen Figuren. Aber
diese Angabe hat den Nach-
teil, dass sie heute derart hoff-
nungslos veraltet ist, dass sie
extrem irrefithrend ist.

Aufgrund dieser Schwierig-
keiten wiéhle ich einen anderen
Weg zur Charakterisierung
dessen, was Mathematik ist.
Ich werde erlautern, durch wel-
che Charakteristika der mathe-
matische Zugang zu einem Ge-
genstandsgebiet gepragt ist;
anders gesagt, worauf Mathe-
matik zielt. Allerdings werden
Mathematiker vielleicht ihre
tagliche Arbeit darin nicht so-
gleich erkennen, denn ich wer-
de die ganz grossen Linien der
Mathematik in den Blick neh-
men, gewissermafien aus einer
Aufienperspektive. In der tagli-
chen Arbeit, insbesondere in
der angewandten Mathematik,
sind diese allgemeinen Charak-
teristika der Mathematik nicht
so dominant. — Und dies sind
die drei zu diskutierenden
Charakteristika der Mathema-
tik: ihre Abstraktionstendenz,
ihre Axiomatisierungstendenz
und die Verpflichtung, aufge-
stellte Behauptungen liickenlos
zu beweisen.

WIE MATHEMATIKER DENKEN

Die Abstraktionstendenz des
mathematischen Zugangs zeigt
sich in einer rigorosen Be-
schrankung auf das, was in ei-
nem bestimmten Kontext das
»Wesentliche«, der Kern der
Sache ist. Das sind vielfach die
besonderen Relationen, die
zwischen verschiedenen Ob-
jekten bestehen. Die Idee da-
hinter ist, dass man auf diese
Weise die Zusammenhinge,
die zwischen verschiedenen
Eigenschaften der untersuch-
ten Objekte bestehen, am
durchsichtigsten machen kann.
Diese abstrakte Charakterisie-
rung ist fiir jemanden, der we-
nig mit Mathematik vertraut
ist, sicherlich nicht besonders
vielsagend; betrachten wir da-
her konkrete Beispiele.

Beginnen wir mit einem
Schulbeispiel, der Formel (a +
b)? = a? + 2ab + b2 Vielleicht
haben Sie sich schon damals in
der Schule gefragt, wie man
eigentlich Buchstaben addie-
ren kann, und diese Frage hat
Sie womoglich etwas ratlos
zurlickgelassen. Nun, die Ant-
wort ist, dass niemand Buch-
staben addieren kann, auch
kein Mathematikgenie. Viel-
mehr sind die Buchstaben in
dieser Formel sogenannte
Platzhalter, d.h. sie halten je-
weils einen Platz frei. Wofiir?
Fiir bestimmte Zahlen, die
man statt der Buchstaben ein-
setzen kann, z.B. 2 fiir a und 3
fiir b; in diesem Fall ergdbe
sich(2+3)?=22+2-2-3+3%
Wenn man das ausrechnet, er-
gibt sich tatsachlich auf bei-
den Seiten der Gleichung 25,
d.h. die Gleichung stimmt.

Was immer man fiir die Platz-
halter a und b einsetzt, die
Gleichung stimmt, denn es
handelt sich um ein Gesetz fiir
Addition und Multiplikation,
und das ist der Witz der Glei-
chung, die mit Platzhaltern ge-
schrieben ist. Sie driickt einen
Zusammenhang aus, der fiir
alle Zahlen gilt, weshalb man
von den konkreten Zahlen ab-
strahieren und diesen Zusam-
menhang mit Buchstaben als
Platzhaltern fiir alle moglichen
Zahlen formulieren kann. Und
das zeigt die Abstraktionsten-
denz der Mathematik: Statt
eine unendliche Menge von
Gleichungen (1 + 1)’ =... und
1+22=...und (1 +3)3=...
usw. hinzuschreiben, abstra-
hiert man von den konkreten
Zahlen und schreibt einfach (a
+ b)? = ... mit den Platzhaltern
statt konkreter Zahlen und
kann so ein Gesetz der Additi-
on und Multiplikation allge-
mein ausdriicken.

Doch nun miissen wir be-
ztiglich der Abstraktion in der
Mathematik etwas zulegen.
Was ist das Gemeinsame der
Addition von ganzen Zahlen,
den Drehungen eines Rades
um einen bestimmten Winkel
und dem Kartenmischen? Die-
se Frage mag Sie an Fragen
von der Art erinnern, wie sie
mir mein Vater als Kind ge-
stellt hat: Was hast Du mit ei-
nem Seelowen gemeinsam?
»Dass sich beide nicht rasie-
ren!«, war die Antwort. Aha —
also nichts. Doch das ist bei
unserem Beispiel anders. Al-
lerdings treten die Gemein-
samkeiten der Addition von



ganzen Zahlen, mehrmaligen
Drehungen eines Rades und
dem Kartenmischen erst zu
Tage, wenn man von den kon-
kreten Details dieser drei Ope-
rationen ziemlich kréftig ab-
strahiert. Hier sind solche Ge-
meinsamkeiten (sie klingen
vielleicht zunéchst etwas trivi-
al): 1. »Aus zwei wird eins«:
zwei ganze Zahlen addiert er-
gibt wieder eine ganze Zahl,
zwei mal das Rad gedreht ist
wieder eine Raddrehung und
zwei mal die Reihenfolge der
Karten geandert ist wieder
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man nun von den konkreten
Details der drei Operationen
absieht, d.h. abstrahiert, und
nur diese vier Eigenschaften in
den Blick nimmt, dann hat man
einen typischen mathemati-
schen Gegenstand vor sich: ei-
ne Menge von abstrakten Ob-
jekten, fiir die eine Operation
mit bestimmten Eigenschaften
definiert ist. Eine Menge, fiir
deren Elemente eine Operation
definiert ist, die die obigen vier
Eigenschaften hat, heifit eine
Gruppe (bitte denken Sie dabei
nicht an Thre Selbsthilfegruppe

DER ZAHLEN

trachtung gezeigt hat, dass
bislang als verschieden ange-
sehene Gebiete strukturell
gleich sind, dann lassen sich
die Methoden des einen Ge-
biets auf das andere tibertra-
gen. Als Beispiel mochte ich
die analytische Geometrie
nennen, die im 17. Jahrhun-
dert von René Descartes be-
griindet wurde. Sie stiftet eine
Verbindung zwischen der Al-
gebra, die sich z.B. mit Glei-
chungen beschaftigt, in denen
Platzhalter vorkommen, und
einem dem Augenschein nach

Eine Gruppe ist eine Menge von Elementen zusammen mit einer Operation, die jeweils zwei Elementen
der Menge ein Element der gleichen Menge zuordnet. Fiir Elemente a, b und ¢ der Menge und dem
Symbol © fiir die Operation kann man das so schreiben: a ° b +— c.
Folgende Gesetze gelten in einer Gruppe fiir die Operation °:

1. a° b ¢, wobei c wieder der Menge angehort.

2. a°(b°c)=a°(b°c)(das sogenannte »Assoziativgesetz)

3. Es gibt ein »neutrales« Element e in der Menge, das gar nichts bewirkt:a°e=e°a=a

4. Zu jedem Element a der Menge gibt es ein »inverses« Element (geschrieben a), das die Wirkung von
a rlickgdngig macht:a®a’=a'®°a=e
Im ersten Beispiel im Text sind die ganzen Zahlen die Elemente der Menge und die Addition die Opera-
tion. Im zweiten Beispiel sind die Raddrehungen die Elemente der Menge und das Hintereinander-Aus-
fihren von Raddrehungen die Operation. Im dritten Beispiel sind die Veranderungen der Kartenreihen-
folge die Elemente der Menge und das Hintereinander-Ausfiihren solcher Verdnderungen die Operation.

eine Anderung der Reihenfol-
ge der Karten. 2. Wenn man
drei Operationen dieser Art
ausfiihrt, dann spielt es keine
Rolle, ob man zuerst die erste
und die zweite ausfiihrt und
dann die dritte, oder ob man
zuerst die erste ausfiihrt und
ihr das Resultat der zweiten
und dritten hinzuftigt. 3. Es
gibt eine Operation, die nichts
verandert: die Null addieren,
das Rad nicht drehen und
nicht Mischen (ich weif3, das
Klingt trivial, aber in vielen an-
deren Situationen des Lebens
gibt es keine »neutrale Opera-
tion«: Auch Nichts-Tun hat oft
Wirkungen). 4. Man kann alle
diese Operationen riickgangig
machen: das Negative der vor-
her addierten Zahl addieren,
die Drehung in umgekehrter
Richtung ausfiihren, die ur-
spriingliche Reihenfolge der
Karten wieder herstellen (tri-
vial? Dann versuchen Sie doch
mal riickgangig zu machen,
dass Sie soeben Zucker in Th-
ren Tee geriihrt haben!). Wenn

vom letzten Dienstag — solche
Gruppen haben mit mathema-
tischen Gruppen nichts zu tun).
Im Kasten oben habe ich die
vier Eigenschaften noch einmal
zusammengefasst und eine
Definition der mathematischen
Gruppe gegeben.

Aber wozu sollen solche Ab-
straktionen gut sein? Was ist
mit ihnen gewonnen? Dreierlei
kann hier genannt werden.
Einmal kanalisiert eine Ab-
straktion den Blick: Das, wo-
von abstrahiert wurde, ist ver-
schwunden, tibrig bleibt etwas,
was man fiir wichtig halt: und
das kann man nun in aller
Reinheit betrachten, und wird
nicht von den Zufilligkeiten
irgendwelcher konkreter Ob-
jekte abgelenkt. Dann kann
man oft Gemeinsamkeiten
zwischen bisher als grundsétz-
lich verschieden gesehenen
Gebieten entdecken, und dies
ist ein wesentliches Element
des Fortschritts in der Mathe-
matik: Wenn die abstrakte Be-

absolut andersartigen Gebiet,
der Geometrie, die sich mit
Punkten, Geraden, Kreisen,
Dreiecken und Ahnlichem be-
schaftigt. Descartes konnte zei-
gen, dass man viele geometri-
sche Probleme, fiir deren Lo-
sung man Zeichnungen und
die Anschauung braucht, in al-
gebraische Probleme iiberfiih-
ren kann, fiir deren Losung
man nur zu rechnen braucht.
Umgekehrt kann man viele al-
gebraische Probleme geome-
trisch veranschaulichen — und
auch das kann ntitzlich sein.
Als dritten Nutzenpunkt ma-
thematischer Abstraktionen
kann man feststellen, dass ma-
thematische Strukturen (wie
z.B. die Gruppe) in ungeahnt
vielen Bereichen hochst frucht-
bar angewendet werden kon-
nen, z.B. in der Chemie und
der Physik.

Die zweite fiir die Mathematik
charakteristische Tendenz be-
steht in der Axiomatisierung. In
einer ersten Anndherung be-
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steht die Axiomatisierung dar-
in, dass man in die Menge der
Aussagen, die in einem be-
stimmten Gebiet gelten, Ord-
nung bringt. Diese Ordnung
besteht darin, dass man eine
moglichst kleine Teilmenge al-
ler dieser Aussagen isoliert, die
die Eigenschaft hat, dass die
anderen Aussagen aus ihnen
logisch folgen; in dieser (klei-
nen) Teilmenge von Aussagen,
den Axiomen, ist dann das
ganze Wissen liber das Gebiet
reprasentiert. Die Aussagen
uber das Gebiet fallen somit in
zwei Klassen, einmal die Axio-
me und dann die Theoreme, die
man aus den Axiomen ableiten
und damit beweisen kann. Die
Axiome selbst lassen sich na-
tiirlich nicht beweisen, eben
weil ein Beweis aus der Ablei-
tung aus Axiomen besteht. Bis
zum 19. Jahrhundert glaubte
man insbesondere in Arithme-
tik und Geometrie die Wahr-
heit der Axiome auf direkte
Weise einsehen zu konnen,
also ohne Beweis. Aber das 19.
Jahrhundert brachte fiir die
Mathematik eine tiefgreifende
Revolution, und an seinem
Ende hatte sich die Auffassung
von den Axiomen grundle-
gend gewandelt. Der Grund
ist der Abstraktionsschritt, den
ich oben fiir den Begriff der
Gruppe vorgefiithrt habe und
der in analoger Weise auch fiir
andere Gebiete der Mathema-
tik durchgefiihrt worden war,
insbesondere auch fiir die Geo-
metrie. Die Axiome, die fiir
eine mathematische Gruppe
gelten, sind im Kasten aufgeli-
stet. Kann man fragen, ob sie
wabhr sind? Das kann man nicht,
denn a, b und c sind nur eine
Art Platzhalter — ebenso wie
die Operation °. Sobald ich
aber fiir a, b und c z.B. ganze
Zahlen und fiir ° die Addition
einsetze, oder fiira, bund ¢
Drehungen eines Rads um ei-
nen bestimmten Winkel und
fiir © das Hintereinander-Aus-
fithrungen solcher Drehungen,
dann werden die Axiome
wahrheitsfahig — tatsachlich
sind sie dann wahr. Mit dem
Abstraktionsschritt von kon-
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kreten Gegenstdnden zu Platz-
haltern verlieren alle Aussa-
gen ihre Wahrheitsfahigkeit,
die Axiome nattirlich einge-
schlossen, weil sie keinen Ge-
genstandsbezug mehr haben,
also von nichts mehr wahr
sein konnen. Damit stellt sich
die Frage nach der Wahrheit
der Axiome gar nicht mehr.
Vielmehr ist die Frage jetzt,
welche Theoreme man aus be-
stimmten Axiomen ableiten
kann, wobei man die Axiome
als gegeben voraussetzt. Zum
Beispiel: Wenn fiir irgendwel-
che Objekte a und b und fiir
die Operationen + und - die
Rechenregeln der iiblichen
Addition und der tiblichen
Multiplikation gelten, dann
kann ich die Formel (a + b)? =
a’ + 2ab + b? beweisen. Die
Aussagen der Mathematik
werden wesentlich konditio-
nal: Wenn die und die Axiome
gelten, dann gelten die folgen-
den Theoreme. Die Wahrheits-
frage fiir die Axiome selbst
verschwindet; sie tritt erst bei
der Konkretisierung eines
Axiomensystems fiir eine be-
stimmte, z.B. physikalische Si-
tuation auf, aber das ist dann
keine mathematische Frage.
Im Prinzip konnen Mathema-
tiker jedes beliebige wider-
spruchsfreie Axiomensystem
untersuchen. Tatsachlich aber
untersuchen sie nur solche, die
aus irgendeinem Grunde inte-
ressant sind, z.B. aus Anwen-
dungsgesichtspunkten oder
wegen innermathematischer
Fruchtbarkeit. Mathematiker
konnen in der Einschdtzung,
welche Axiomensysteme in-
teressant sind, durchaus ver-
schiedener Meinung sein,
aber der Streit dariiber ist
kein mathematischer Streit.
So werden in der Mathematik
vollig problemlos verschiede-
ne Axiomensysteme unter-
sucht, die sich gegenseitig
widersprechen.

Ein drittes Charakteristikum
der Mathematik besteht darin,
dass fiir alle aufgestellten Be-
hauptungen liickenlose Beweise
gegeben werden miissen (das

gilt nattirlich nicht fiir Axiome
und Definitionen, die den Sta-
tus von Konventionen haben,
also keine Behauptungen
sind). Dieses Charakteristikum
steht in engstem Zusammen-
hang mit der gerade genann-
ten Tendenz zur Axiomatisie-
rung. In einem axiomatisierten
System ist klar, was alles in
den Beweis einer Behauptung
eingehen darf: die Axiome,
Definitionen, und bereits be-
wiesene Satze. Sind zudem die
Schlussregeln explizit angege-
ben, die bei Beweisen verwen-
det werden diirfen (was in der
Mathematik normalerweise
nicht der Fall ist, aber typi-
scherweise sind sie vollig un-
kontrovers), so kann jeder
Schritt eines Beweises explizit
gemacht werden. Allerdings
ist hier anzumerken, dass die
Vorstellungen dariiber, was in
der Mathematik als ein liicken-
loser Beweis angesehen wird
bzw. wurde, einem gewissen
historischen Wandel unterlie-
gen. So war in der Geometrie
vor dem 19. Jahrhundert der
Rekurs auf anschauliche Ver-
haltnisse in Beweisen ein vol-
lig legitimer Schritt, was nach
dem oben skizzierten Wandel
der Mathematik im 19. Jahr-
hundert nicht mehr der Fall
war.

Mit diesen drei Tendenzen zu
Abstraktion, Axiomatisierung
und lickenlosen Beweisen
kann man verstehen, wie sich
die Mathematik aus ihren ein-
fachsten Anfangen des Zahlens
und Figurenzeichnens bis zu
ihrer heutigen fast uniiberseh-
baren Fiille und Abstraktheit
entwickelt hat. Dieses Heft
zeigt Ihnen auf den folgenden
Seiten einen kleinen Ausschnitt
davon.
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